Modelo Matematico e Controle de um Robo Movel

1. Introducao
holondmico navegar de maneira coordenada desde uma localizacdo de origem até uma

Nesta aula serdo apresentadas leis de controle que permitem a um robd mdvel nao-
localizacdo final em um ambiente. Serdo apresentados os modelos cinemadticos e

dindmicos que permitem a descri¢do do sistema de controle.

2. Modelo cinematico
Neste modelo o rob6 é considerado uma massa pontual, sem perturbacdes (momento
de inércia e atritos). Isso torna mais simples a obten¢do da velocidade (V e o) e

localizacdo (x,y,#) do rob6 em cada instante.
2.1.Modelo do motor que aciona cada roda do robo
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Figura 1. Parametros de um motor.
)]

Do esquema mostrada na Figura 1, temos:
Tm = kilg,

onde T,, € o torque do motor, k; € a constante de torque e I, € a corrente na armadura
2)

do motor.
e = kbwm y
onde e € a forca contra-eletromotriz induzida no motor, w,, ¢ a velocidade do eixo do
motor e K, € a constante de forca contra-eletromotriz.
d
U:RaIa+LazIa+e, 3)
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j=jm+ L 4)

nz’

onde j ¢ o momento de inércia do eixo do motor, j,,, ¢ o momento de inércia do
conjunto motor-reducdo, j;, € o momento de inércia da carga e n é a reducdo de
engrenagens.

J=Jm+2 )

nz’

onde J é o coeficiente de atrito viscoso, J,, € o coeficiente de atrito viscoso do conjunto
motor-reducdo, J; é o coeficiente de atrito viscoso da carga, e n € a reducdo de
engrenagens.

Equacio de equilibrio:
T — T =jAp +J0p , (6)

Sabemos que, T, = k;I,, assim:

. d
]awm'l']wm'l"[r:KiIa (7)

Aplicando a transformada de Laplace:

Kyw,,(S) = e(S) @)

(LaS + R, + e(S) = U(S) ©)

(S + Dwm(S) + 7,.(S) = Kil o(S) (10)
Tm(S) = kil o(S) (11)

Wn(S)

ues) erro 1
n LS +R,
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Figura 2. Diagrama de blocos do modelo do motor.
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2.2.Modelo de reduciao de engrenagens do motor

WR =— (12)

2.3.Modelo da roda do robo

VO = Vt = WpRTp (13)

]

Figura 3. Modelo da roda.

2.4.Estrutura mecanica do robo

Figura 4. Modelo do robd.
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2.5.Descricao do modelo cinematico

A velocidade final de avanc¢o do robd é a velocidade do ponto p.

V — Vol-'Z'VOZ (14)
W = Vo2— Vol’ (15)

a

onde a € a distancia entre as rodas esquerda e direita (rodas 1 e 2, respectivamente).

Considerado o robd posicionado a uma distancia e angulo qualquer com relacdo a
um referencial inercial {R}, temos:

Figura 5. Modelo do sistema.

X. = Vcos(), (16)
Y. = Vsen(g), (17)
P = w, (18)

Considerando o robd posicionado a uma distancia diferente de zero com relagdo a
um referencial destino {R,}, as equagdes cinemdticas para a sua posicdo K., e 4., €

para a sua orientagao ¢, sao:
K. =Vcos(¢,), (19)
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A. = Vsen(g,), (20)

Pp =, 21)
p=—-Vcos(0 — ¢p), (22)
0= VM, (23)

p
Pp = W, (24)

Como a = 0 — @), entdo & = 60— Pp = 0 — w, assim:

&=+, (25)
p = —Vcosa, (26)
b == 27)

Para p # 0.

3. Modelo dinamico do robo movel

Consideram-se agora os efeitos produzidos pela massa do robd, incorporando
momento de inércia, atrito e outras perturbacdes derivados desses efeitos.

3.1.Sistema elétrico:

TR=Ty— T (25)
U-Kpom
Tn(S) = K G (26)
=S+ ))w, (27)
_ K; _ (Ra+LaS)(jS+])+KiKb
Tk = (Ra+LgS) (Rg+LaS) m (28)
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3.2.Sistema mecanico

Considera-se o robé como um corpo rigido (desconsiderando as massas das rodas).
O ponto G, de coordenadas (b, &) indica o centro de gravidade do robd, e o ponto p, de
coordenadas (x., y.)indica o centro de rotagdao do robo. Assim:

d_(p _ le—sz

dt a Trs (29)
% = TrWCOS(p, (30)
% = rTWSen(p, (31

do? __(dx 2 dy 2
(@) =) + (@) (32)

onde o € a abscissa curvilinea, e:
v="Ce (33)
A velocidade no ponto G é:
Ve =V + wk x (bl + 1) (34)
_ (49_ 549\j 4 pen

Ve=(5-62)i+bLn (35)

3.3.Descricao do modelo dinamico

Para obter a dindmica do robd, podem-se utilizar as equagcdes de Euler-Lagrange:

Ea_qj_a_q,-: I, (36)

onde L é o Lagrangiano do sistema, dado por:
L=¢g —¢, (37)

& € a energia cinética, &, € a energia potencial, I representa as forgas generalizadas

(forga ou torque) e q; € a i-€sima coordenada generalizada.

A energia cinética do robd é:

£ = %mV?; + %Ioo2 (38)
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€. =+m (ﬂ)2 m&=I%L 12 (1 + 8% + mb?) (""”)2 (39)

£C=lm[(d_a)2_26dadtp+62(d<f) +b2(d¢) +Zb(%—5d—¢)d—¢]+%l(d—¢)2 (40)

dt dt dt dt dt/ dt dt
onde m é a massa do robo e I ¢ o momento de inércia do ponto G.

Aplicando as relagdes de Euler-Lagrange, temos:

d[a F) d? d? j
a(580)_580=mﬁa-mam<p=(101+162)l, (41)

onde J e J,sa0 as forgas transmitidas ao rob6 pelo contato entra as rodas e o solo.

w

d (o ] d? -
E(_gf) — gk = [m(82% + b?) + 1] dtZ (p — 870 = a(]c2 +]C1)l 42)

O torque de reacdo de cada roda é dada por:

{Trl f]Cl'rl (43)
TTZ - ]CZ . rT
3.4.Modelo do sistema
Das equagdes anteriores, temos que:
_ K; _ (Ra+LaS)(S+)+KiKy
Jeo = (Ra+LgS)ry 1 (Ra+LaS)ry nwy, (44)
_ K; _ (Ra+LaS)(jS+)+KiKp
Je, = (Rg+LgS)ry 2 (Rg+LgS)ry 2" (45)
Substituindo agora J, € J, nas equagdes de Euler-Lagrange, temos:
i +cda+c ’t+c +cdZ =c5(Uq + Uy)
a3 ' “laez T "2 dt 343 dt3 4 a2 5171 2 (46)
d3¢ d%e d%c
dt3 + Co— de + C7E+ C8 e + Cog—— a2 = CIO(UI + Uz)

Pode-se entdao obter V e w a cada instante.
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4. Analise de estabilidade de um robo movel através da teoria de
Lyapunov

Pretende-se demonstrar que o controlador leva assintoticamente o robd mével a um
ponto de coordenadas p = 0e a = 0.

Sabemos que:

Vsena (47)

p=—-Vcosa
{(x =—-w+—
p

Funcdo candidata de Lyapunov (s =&+ sp), mas sabendo que &, = 0, pois o
robo somente se desloca no plano:

1 1
e(p,a) = Ehll,.p2 + Eaz, (48)
onde hp > 0 ¢ constante.
&p,a)=h,.p.p+aa (49)

Substituindo (4.1) em (4.3), temos:

sena
)

&(p,a) = hy.p.(—Vcosa) + a.(—w +V (50)

Para demonstrar que € é decrescente com o tempo, ou seja, que £ é sempre negativo,
podemos definir &4 e &, tais que

sena

). (51)

& =hy.p.(-Veosa)e&; =a.(—w+V

Assim, basta propor funcdes para €, e &,. Se&; <0 e &€ <0, entdo & < 0.
Suponha para €;:

V=K,.p.cosa, (52)
e para &;:
w=a+ K,.sena.cosa, (53)
para K,, > 0. Assim obtemos:
& = —hy.K,.p*.cos*a — a?, (54)

que estd na forma definida negativa.
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pt) -0 . o .
quando t — oo. Sistema assintoticamente globalmente estdvel.

a(t) » 0

Equacdes de malha fechada:

(p = —Vcosa = —K,,.p.cos’a
d = -+ Vse:a = —a (55)
0= Vse:a = K,.sena.cosa

Serd demonstrado que a(t) — 0 quando t — c. Da Equagdo 4.4, temos que:
a—a=0,
cuja solucio é:
a = age .
Assim, lim,_,,, age™t = 0.
Também da Equacio 4.4, temos que:

0 = K,.sena.cosa.

Desenvolvendo, temos:

t t t
K
10 =f 0 (t) dt=fK,,sena.cosa dt=f Tvsen(Za)dt
0 0 0

z

K senz
0(t) === — dz
2 Joap)y %
3 z3 z° z’ z
0O =|z—33+55 7T
z(ap)

_ _ t
8.a3.e3 32.a5.e5 ]
0

18 * 600

K
o(t) = —%[Z.ao.e‘t -

Para t — o, (t) — 0.

Parat — 0,se g < 1,entd () - — K, ay.
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Da Figura 5, temos que 6 = a + ¢, logo:
¢, =0—a.

Para t —» oo:

0 — constante

¢, — constante

a—0
Note que € possivel estabelecer o angulo de chegada ao destino, 8. Nesse caso:
£(p,a,0) :%hp.p2 +%a2 +%h9.02, (57)
Com h,, hg > 0, onde:

= —Vcosa
sena

R

—w+V

sena

—_—
Q.
I Il

©
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